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16.  EL  ESPACIO  AFÍN  EUCLÍDEO 

16.1.  VARIEDADES  AFINES  VS  SUBESPACIOS  VECTORIALES  

Dado un vector ࢛૙ א Թ௡ y un subespacio vectorial  ܵ ك Թ௡, se llama variedad afín que pasa por ࢛૙ con 

la dirección de ࡿ al conjunto de vectores ܯ que se obtiene como suma de ࢛૙ con cualquier vector de ܵ: 

ܯ ൌ ࢛૙ ൅ ܵ ൌ ሼ࢛૙ ൅ ࢜: ࢜ א ܵሽ ك Թ௡ 

Los elementos de una variedad afín reciben el nombre de puntos. 

El subespacio vectorial ܵ se llama espacio de direcciones de la 

variedad afín  ܯ ൌ ࢛૙ ൅ ܵ  

Dos variedades afines de Թ௡ se dice que son paralelas si el espacio de direcciones de una de ellas está 

contenido en el espacio de direcciones de la otra: 

ଵܯ ൌ ࢛૚ ൅ ଵܵ ك Թ௡, ଶܯ ൌ ࢛૛ ൅ ܵଶ ك  Թ௡ ܯଵ y ܯଶ son paralelas  ฻    ଵܵ ك ܵଶ o  ܵଶ ك ଵܵ. 

16.1.1.  CUÁNDO  UNA  VARIEDAD  AFÍN  ES  UN  SUBESPACIO VECTORIAL 

Una variedad afín  ܯ ൌ ࢛૙ ൅ ܵ ك Թ௡ es un subespacio vectorial de Թ௡ ฻ ࢛૙ א ܵ, en cuyo caso es  

ܯ ൌ ܵ 

Demostración: 

“ฺ”   Se supone que la variedad afín ܯ ൌ ࢛૙ ൅ ܵ ك Թ௡ es un subespacio vectorial. Se trata de 

demostrar que en ese caso es   ࢛૙ א ܵ   y   ܯ ൌ ܵ. 

Si ܯ es subespacio vectorial entonces  ૙ א ܯ ֜ ૙ ൌ ࢛૙ ൅  ࢜   con  ࢜ א ܵ ֜  ࢜ ൌ െ࢛૙ א ܵ y ܵ 

es subespacio vectorial ֜ െ࢜ ൌ ࢛૙ א ܵ. 

Además, en este caso, si  ࢖ ൌ ࢛૙ ൅  ࢜  א ࢜ ֜ ܯ א ܵ y ܵ es subespacio vectorial ֜ ࢖ א ܵ 

Por otro lado, si ࢝ א ܵ, por ser ࢛૙ א ܵ y ܵ un subespacio vectorial, se tiene que ࢝െ ࢛૙ א ܵ, 

por tanto ࢝ ൌ ࢛૙ ൅ ሺ࢝ െ ࢛૙ሻ א ܯ  Por tanto se tiene que . ܯ ൌ ܵ 

“ู”   Se supone que ࢛૙ א ܵ. Se trata de demostrar que en ese caso la variedad afín  ܯ ൌ ࢛૙ ൅ ܵ  es 

un subespacio vectorial de Թ௡. 

Por ser ܵ subespacio vectorial y ࢛૙ א ܵ ֜ െ࢛૙ א ܵ  por tanto ૙ ൌ ࢛૙ ൅ ሺെ࢛૙ሻ א ܯ y ܯ ്  ׎

Sean ࢖, ࢗ א ࢖ ֜  ܯ ൌ ࢛૙ ൅  ࢜  e  ࢗ ൌ ࢛૙ ൅  ࢝  con  ࢜,࢝ א ܵ,  ֜  

࢖ ൅ ࢗ ൌ ࢛૙ ൅ ሺ࢜ ൅ ࢛૙ ൅  ࢝ሻ א ࢛૙ ൅ ܵ ൌ  ܯ

Sean ࢖ א ߙ y  ܯ א Թ ֜ ࢖ ൌ ࢛૙ ൅  ࢜  con  ࢜ א ܵ,  ֜  

࢖ ߙ ൌ ૙࢛ߙ  ൅ ࢜ߙ ൌ ࢛૙ ൅ ሺ࢛ߙ૙ ൅ ࢜ߙ െ ࢛૙ሻ א ࢛૙ ൅ ܵ ൌ  ܯ

De donde se deduce que ܯ es un subespacio vectorial. 

૙

   ࢛૙
 ܯ 
 
 
   ܵ 
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16.1.2.  DIMENSIÓN  DE  UNA  VARIEDAD  AFÍN 

Sean  ࢛૙ א Թ௡ y ܵ ك Թ௡ subespacio vectorial. Se llama dimensión de la variedad afín   ܯ ൌ ࢛૙ ൅ ܵ a la 

dimensión de su espacio de direcciones: 

dimሺܯሻ ൌ dimሺܵሻ 

Y se tiene que: 

• Las variedades afines de Թ௡, de dimensión 0, son los puntos. 

• Las variedades afines de Թ௡, de dimensión 1, denominan rectas. 

• Las variedades afines de Թ௡, de dimensión 2, se denominan planos. 

• Para ݊ ൐ 3, las variedades afines de Թ௡, de dimensión ݊ െ 1, se denominan hiperplanos. 

16.2.  PUNTOS  VS  VECTORES  

Aunque no toda variedad afín es un espacio vectorial, cualquier espacio o subespacio vectorial se puede 

considerar como una variedad afín. En particular Թ௡ es una variedad afín. 

Se llama espacio afín euclídeo Թ࢔ a la única variedad afín cuyo espacio de direcciones es todo Թ௡. 

Se tiene por tanto que Թ௡ puede ser considerado como espacio afín euclídeo o como espacio vectorial y 

sus elementos  recibirán el nombre de puntos o de  vectores,  según  se esté  considerando una u otra 

estructura en Թ௡. 

16.2.1.  OBTENCIÓN DE  VECTORES  A  PARTIR  DE  PUNTOS 

Si ܯ ك Թ௡ es una variedad afín,  la diferencia de cualquier par de puntos de ܯ da como  resultado un 

vector perteneciente al subespacio de direcciones de ܯ. 

Demostración: 

Sea ܯ ൌ ࢛૙ ൅ ܵ y sean ࢖,  ࢗ א  ܯ ֜ ൜ ࢖ ൌ ࢛૙ ൅ ࢜, con ࢜ א ܵ
ࢗ ൌ ࢛૙ ൅ ࢝, con ࢝ א ܵ ֜ 

࢖ െ ࢗ ൌ ሺ࢛૙ ൅ ࢜ሻ െ ሺ࢛૙ ൅ ࢝ሻ ൌ ࢜ െ ࢝ א ܵ 

NOTACIÓN 

El vector resultado de la diferencia de los dos puntos ࢖ y ࢗ suele notarse como: 

ሬሬሬሬሬԦ࢖ࢗ ൌ ࢖ െ  ࢗ

 

EJEMPLO 1 
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Determinar unas ecuaciones implícitas del espacio de direcciones del plano de Թଷ que contiene a los 

puntos         ૚࢖ ൌ ൭
1
1
1
൱ , ૛࢖ ൌ ൭

1
0
1
൱ , ૜࢖ ൌ ൭

1
0
െ1

൱ 

Solución 

࢜૚ ൌ ૚ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ࢖૛࢖ ൌ ૚࢖ െ ૛࢖ ൌ ൭
1
1
1
൱ െ ൭

1
0
1
൱ ൌ ൭

0
1
0
൱ א ܵ 

࢜૛ ൌ ૚ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ࢖૜࢖ ൌ ૚࢖ െ ૜࢖ ൌ ൭
1
1
1
൱ െ ൭

1
0
െ1

൱ ൌ ൭
0
1
2
൱ א ܵ 

Se tienen dos vectores linealmente independientes de ܵ. Dado que ܵ tiene dimensión 2 constituyen una 

base de ܵ:  

࢞ א ܵ ֞ ࢞ ൌ ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ ൌ ߙ ൭

0
1
0
൱ ൅ ߚ ൭

0
1
2
൱ ֜ ൝

ଵݔ ൌ 0        
ଶݔ ൌ ߙ ൅ ߚ
ଶݔ ൌ       ߚ2

 

Las ecuaciones obtenidas son unas ecuaciones paramétricas. Para obtener unas ecuaciones implícitas se 

eliminan parámetros. La ecuación pedida es: 

ଵݔ ൌ 0 

16.3.  ECUACIONES  DE  UNA  VARIEDAD  AFÍN 

Todo sistema de ecuaciones lineales compatible ࢞ܣ ൌ  representa una variedad afín. Dicho sistema se ࢈

denomina  ecuaciones  implícitas  de  la  variedad  y  las  soluciones  del  sistema  homogéneo  asociado  

࢞ܣ ൌ ૙ proporcionan su espacio de direcciones. 

Al  resolver el  sistema  se obtienen  las  componentes de  los puntos en  función de  ciertos parámetros, 

dicha expresión se denomina ecuaciones paramétricas de la variedad. 

EJEMPLO 2 

Calcular las ecuaciones paramétricas e implícitas de la recta que pasa por ࢛૙ ൌ  ൭
1
െ1
0
൱ con la dirección 

ܵ ൌ ࣦ ൝࢜ ൌ ൭
1
1
1
൱ൡ. Comprobar si la recta obtenida es un subespacio vectorial. 

Solución 
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ܯ ൌ ࢛૙ ൅ ܵ ൌ ൭
1
െ1
0
൱ ൅ ߣ ൭

1
1
1
൱ 

Por tanto  

࢞ ൌ  ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ א ܯ ฻ ൭

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ ൌ ൭

1
െ1
0
൱ ൅ ߙ ൭

1
1
1
൱ ฻ ൝

ଵݔ ൌ 1 ൅      ߣ
ଶݔ ൌ െ1 ൅ ߣ 
ଷݔ ൌ             ߣ

 

son las ecuaciones paramétricas de la recta. 

Para obtener las ecuaciones implícitas, se eliminan parámetros en estas ecuaciones:  

൜ݔଵ െ ଷݔ ൌ 1   
ଶݔ െ ଷݔ ൌ െ1 

La recta obtenida no es un subespacio vectorial, pues no contiene al vector ૙. 

EJEMPLO 3 

Determinar la dimensión y el subespacio de direcciones de la variedad afín cuyas ecuaciones implícitas 

son:          ൝
ଵݔ ൅ ଶݔ െ ସݔ ൌ 1
ଷݔ ൅ ସݔ ൌ െ1      

ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 0        
 

Solución 

Se resuelve el sistema: 

൭
1 1 0 െ1
0 0 1 1
1 1 1 0

อ
1
െ1
0
൱~൭

૚ 1 0 െ1
0 0 ૚ 1
0 0 0 0

อ
1
െ1
0
൱
௫మୀఒ
௫రୀఓ

ሳልልሰ ൞

ଵݔ ൌ 1 െ ߣ ൅ ߤ
ଶݔ ൌ                ߣ

ଷݔ ൌ െ1 െ            ߤ
ସݔ ൌ               ߤ

֜ 

  ൮

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
ସݔ

൲ ൌ ൮

1
0
െ1
0

൲ ൅ ൮ߣ

െ1
1
0
0

൲ ൅ ൮ ߤ

1
0
െ1
1

൲ 

Luego la variedad afín es ܯ ൌ ൮

1
0
െ1
0

൲ ൅ ܵ, siendo el subespacio de direcciones: 

ܵ ൌ  ࣦ ൞൮

െ1
1
0
0

൲ ,൮

1
0
െ1
1

൲ൢ 

Y se tiene que dimሺܯሻ ൌ 2, por tanto se trata de un plano. 


